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RESUMEN 
Este trabajo se enfoca en el desarrollo de un modelo matemático simple capaz de describir el proceso 
de lixiviación de cobre en pilas.  El objetivo del modelo es predecir los perfiles de concentración de ión 
sulfato (SO4

-2), como el agente lixiviante, y de ión cobre, ambos como función del tiempo.  En esta 
primera etapa, el trabajo se enfoca en el desarrollo de un modelo que describe el contenido de acido (y 
su flujo) a través de la columna de lixiviación como función de la posición y del tiempo.  El modelo está 
basado en las ecuaciones de conservación aplicadas a una columna de lixiviación, despreciando las 
deformaciones y los efectos de la temperatura.  El sistema se considera como un medio poroso 
isotrópico con la porosidad uniformemente distribuida.  El problema a resolver ocurre a través de tres 
fases, sin embargo la modelación considera que los procesos de interés ocurren en las fases sólida y 
líquida.  El principal mecanismo de transporte del cobre a través de la pila es advección debido a la 
fase líquida, sin embargo las pequeñas cantidades de cobre transportado no afectan los flujos de 
líquido. De esta manera, es posible desacoplar l sistema de ecuaciones y resolver el problema del flujo 
de líquido por separado del transporte de cobre.  En esta etapa, es de interés el desarrollo de una 
solución exacta para el flujo de líquido a través de la pila, la cual, está basada en los principios de 
conservación, en las ecuaciones de Richards y Darcy-Buckingham, curvas de retención de Gardner y 
dependencias exponenciales de la permeabilidad de la pila con el contenido de líquido. Esta 
configuración del modelo es útil para describir el flujo de ácido en la pila, tanto para condiciones 
saturadas como insaturadas.  Con el propósito de alcanzar soluciones exactas, técnicas como 
linealización, transformación de  variables y análisis de perturbación son útiles en el desarrollo del 
modelo.  Los resultados predichos por el modelo están en concordancia con resultados experimentales 
y otros trabajos reportados con anterioridad.  .  En una próxima etapa se hará uso de los resultados 
presentados en este trabajo para proponer un nuevo modelo que describa el transporte de cobre a 
través de la columna. 
 
 Tópico: Tópico 1: Metalurgia Extractiva 
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1. INTRODUCCIÓN 
 

El proceso de lixiviación en pilas, consiste en un proceso de extracción del metal contenido en un 
mineral que ha sido previamente apilado sobre un lecho.  El mineral así apilado es sometido a un 
proceso de riego en la parte superior de la pila, con una solución de ácido sulfúrico que percola por 
gravedad y va reaccionando con el mineral, a partir de lo cual se obtiene una solución rica en cobre.  
Esta solución obtenida desde la base de la pila se colecta en estanques y se envía a las plantas de 
extracción por solventes y electro-obtención, en donde se obtienen cátodos de cobre metálico de alta 
pureza [1-3].  
La lixiviación en pilas corresponde a un fenómeno de flujo de fluidos y transporte de componentes en 
un medio poroso, en donde coexisten fundamentalmente tres fases, dos fluidas y una estática. Las dos 
fases fluidas son la solución de lixiviación (cuyas principales componentes son agua, ácido sulfúrico y 
cobre) y la fase gaseosa (cuyas principales componentes son aire, oxígeno y vapor de agua, entre otras). 
Por otro lado, la tercera fase es la fase sólida, la cual está constituida por el mineral y cuyas principales 
componentes son el cobre formando compuestos con otros elementos, más otras especies que 
dependerán del tipo de mineral [4-12]. 



2. FORMULACIÓN MATEMÁTICA Y RESULTADOS  
 

El proceso de lixiviación ácida corresponde a un problema de transporte en medios porosos, afectado 
por las características del lecho como porosidad, compactación, permeabilidad, etc.  Estas variables 
afectan los perfiles de concentración de ácido y de presión capilar a través de la pila [9, 13].  Por tal 
razón, el modelo  matemático planteado para la descripción del flujo de fluido está basado en las 
ecuaciones de conservación aplicadas a una columna de lixiviación, despreciando las deformaciones y 
los efectos de la temperatura.  El sistema se considera como un medio poroso isotrópico con porosidad 
uniformemente distribuida.  El problema a resolver ocurre a través de tres fases, sin embargo la 
modelación considera que los procesos de interés ocurren en las fases sólida y líquida.  El principal 
mecanismo de transporte del cobre a través de la pila es advección debido al movimiento de la fase 
líquida, sin embargo dado que las cantidades de cobre transportado son pequeñas, estas no afectan los 
flujos de la fase líquida.  De esta manera, es posible desacoplar el sistema de ecuaciones y resolver el 
problema del flujo de líquido por separado del transporte de cobre.   
La descripción del flujo de fluido a través de la pila, puede obtenerse a partir de un balance de materia 
considerando un volumen de control diferencial para la porosidad de las partículas (Figura 1), se obtuvo 
de esta manera el flujo neto de masa en las direcciones x, y y z, el cual queda representado por la 
ecuación de continuidad para el medio poroso (Ecuación (1)). 
 

 
Figura 1. Volumen de control 
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Donde θ representa el contenido de líquido en el medio poroso y v representa el vector de velocidad de 
flujo a través del elemento diferencial de volumen.  Este último a su vez, puede ser representado por la 
ecuación de Darcy-Buckingham, la cual presenta una expresión para el flujo de un fluido a través de un 
medio poroso insaturado, en función de la caída de presión [14].  Considerando el problema 
unidimensional, dado el flujo preferencial en la dirección del campo gravitatorio, la velocidad de flujo 
queda expresada de acuerdo a la ecuación (2). 
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De esta manera, se obtiene la ecuación de Richards [15], la cual describe el contenido de líquido en el 
medio poroso insaturado como una función de la presión capilar ψ: 
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La ecuación de Richards puede ser resuelta suponiendo una relación entre la presión capilar y el 
contenido de líquido en el medio poroso.  La literatura presenta una gran diversidad de este tipo de 
relaciones [16-22], llamadas curvas de retención, sin embargo en este caso se considerara una del tipo 
Gardner [16], debido a sus características matemáticas que permiten una manipulación y transformación 
sencilla.  La curva de retención de Gardner se muestra en la ecuación (4).  
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Donde θr  representa el contenido residual de liquido, θs  es el contenido de saturación de liquido y a es 
un parámetro del medio poroso que relaciona la distribución de tamaños de poro.  De la misma manera, 
para la dependencia de la permeabilidad, es posible plantear la siguiente relación: 
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Donde K es la permeabilidad del medio en cualquier punto y Ko es la permeabilidad del medio en 
condiciones de saturación  [22].  
La curva de retención y la relación de permeabilidad de Gardner permiten transformar la ecuación de 
Richards, presentado la presión capilar como variable dependiente y la altura y tiempo como variable 
independiente. 
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Donde: 
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La modificación de la ecuación anterior junto a las condiciones de contorno e inicial, representan el 
modelo matemático a resolver.  Se estableció un sistema en un medio poroso no saturado, con porosidad 
homogénea en una dimensión (z).  Se establece como condiciones de contorno valores constantes para la 
altura inicial cero (ψo) y para la altura final z (ψL), como condición inicial se fija una presión capilar 
constante, considerando el lecho con una distribución de ácido constante al inicio de la operación 
(Figura 2).   
La ecuación (6), junto a sus condiciones de contorno expresadas en el párrafo previo, puede ser resuelta 
por medio de una linealización a través de la transformación de Kirchhoff [23], la cual se expresa en la 
ecuación (8).  
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De esta manera, el problema queda expresado por: 
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Figura 2. Esquema de la columna de lixiviación 

 
Para el estado estacionario del proceso, el problema queda dado por: 
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Finalmente, se obtiene una ecuación sencilla tanto para el perfil de presión capilar (13), como para el 
contenido instantáneo de líquido (ácido) en la columna (14). 
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Donde: 
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Realizando el respectivo cambio, la ecuación en estado estacionario se transforma en:  
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Por tanto, finalmente se obtiene el contenido de líquido (ácido) a través de la pila de lixiviación 
mediante la ecuación de retención de Gardner: 
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El comportamiento mostrado por la ecuación (14), puede ser apreciado  en la Figura 3, para un set de 
datos característico de una columna de lixiviación, que se muestra en la Tabla 1. 
 
Tabla 1: Datos característicos de una columna de lixiviación 
 

Parámetro Valor 
θo 0,4 
θs 0,4 
θr 0,05 
θL 0,06 
Ko 8E-6 
a 1 

 
Para estos datos, se aprecia en la Figura 3, el comportamiento esperable para el contenido de líquido de 
estado estacionario a través de la columna de lixiviación. 
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Figura 3. Contenido de ácido en la columna de lixiviación en estado estacionario. 

 
La solución del problema asociado en estado no estacionario se obtuvo aplicando la técnica de variables 
de desviación con respecto al estado estacionario, con el fin de obtener condiciones de contorno 
homogéneas y así  obtener una ecuación tipo Sturm Louiville, la cual tiene solución garantizada por el 
teorema de ortogonalidad, cuando sus condiciones de borde son de este tipo.  De esta manera se define 
la nueva variable de desviación como: 
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Con lo que el problema se transforma en: 
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Con condiciones de contorno homogéneas.  Por tanto, puede ser resuelto por medio de la técnica de 
separación de variables, la cual permite la obtención de las dependencias espacial y temporal 
independientemente: 
 

)()( tPzHT ⋅=  (17) 
 
Para finalmente obtener la solución linealizada: 
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Donde Bn son los coeficientes espectrales de la serie, que se obtienen aplicando el principio de 
ortogonalidad de las soluciones en la condición inicial. 
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Por tanto: 
 

( ) ( ) ( )














































−

























−−

Φ−Φ
+



















































−−

Φ−Φ
−Φ−Φ−−Φ−Φ⋅

+







=

a

L

a

La

L

a

L

L

n
a

na
B LOL

OI
n

In 2
exp

exp1
2

exp
exp1

1

14

8 0
02

2

2

π
π

 

(20) 

 
Finalmente por medio de las transformaciones inversas aplicadas a la ecuación (18) (ecuaciones (8) y 
(4) respectivamente), es posible obtener los perfiles de flujo y capilaridad a través de la columna de 
lixiviación. 
La Figura 4 muestra el perfil de contenido de ácido sulfúrico en la columna para diferentes tiempos, 
donde puede observarse claramente el estado inicial y la tendencia hacia el estado estacionario para 
tiempos de operación mayores.  Esto también es posible de apreciar al observar la ecuación (18), ya que 
para tiempos tendiendo a infinito, el término exponencial dentro de la sumatoria tiende a cero, por lo 
que se recupera la solución exacta del problema de estado estacionario.   
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Figura 4. Contenido de ácido en la columna de lixiviación para diferentes tiempos. 

 
CONCLUSIONES 
 

Se ha desarrollado un modelo matemático que describe en forma exacta los flujos y concentraciones de 
ácido a través de una columna de lixiviación para los estados estacionario y no estacionario.  La 
predicción otorgada por los modelos se encuentra en los rangos experimentales de flujo y retenciones de 
fluidos  a través de medios porosos reportados por otros autores.  Sin embargo, aun es necesario el 
desarrollo de un proceso de validación del modelo, para lo cual será colectada data experimental en una 
siguiente etapa.  Por otra parte, también es posible modificar las condiciones de contorno consideradas 
para incluir condiciones de flujo, que permitirían mostrar claramente los efectos de irrigación en la 
superficie y drenaje en el fondo de la pila. 
En una posterior investigación, se incluirá en el análisis, el estudio de la concentración de cobre 
recuperada desde la pila (paso del cobre a la fase líquida).  Para ello, los resultados presentados en este 
trabajo son de alta relevancia, ya que representan matemáticamente la velocidad de flujo de ácido a 
través de la pila, lo que permitirá conocer la concentración de cobre en un determinado tiempo y 
espacio. 
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